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1. Introducci¶ on
En la literatura econ¶ omica y ¯nanciera, la formalizaci¶ on de las deci-
siones de los bancos comerciales se desarrolla de acuerdo con alguna de
l a ss i g u i e n t e sl ¶ ³neas de investigaci¶ on: 1)e x p l i c a c i ¶ on de la racionalidad
de un banco comercial, 2) determinaci¶ on de soluciones de problemas
asociados con los objetivos de un banco comercial, 3) maximizaci¶ on
de bene¯cios en presencia de informaci¶ on asim¶ etrica, 4)e s t r a t e g i a s
de competencia bancaria, 5) estructura del sistema bancario y es-
tructuras monop¶ olicas y 6)r e g u l a c i ¶ on bancaria o crisis sist¶ emicas.
C o nb a s ee nl at e o r ¶ ³a neocl¶ a s i c ad el ae m p r e s a ,l am a y o rp a r t e
de la literatura existente que estudia las decisiones racionales de los
bancos comerciales centra su atenci¶ on en explicar c¶ omo este agente
econ¶ omico elige las cantidades ¶ optimas de activos y pasivos, tomando
como dadas las tasas de inter¶ es, ya sea que ¶ estas se encuentren ple-
namente determinadas o sigan °uctuaciones estoc¶ asticas. Algunos
modelos incluso incorporan la presencia de riesgos de mercado, de
incumplimiento o de liquidez y analizan sus efectos en las decisiones
¶ optimas del banco.
En este trabajo proponemos un modelo en el que se formaliza el
proceso de optimizaci¶ on de bene¯cios de un banco comercial repre-
sentativo en un ambiente de riesgo e incertidumbre. Se supone que el
banco ofrece sus servicios en una estructura de mercado que se ase-
meja m¶ as a la de competencia imperfecta, porque existe informaci¶ on
incompleta entre los agentes aunque es sim¶ etrica y, adem¶ as, porque
el banco comercial elige las tasas activa y pasiva ¶ optimas. En nues-
tro modelo proponemos incorporar la presencia de incertidumbre a
trav¶ es de variaciones estoc¶ asticas de dep¶ ositos y cr¶ editos; la variaci¶ on
(porcentual) de cada uno de ellos, a lo largo del tiempo, puede repre-
sentarse mediante una ecuaci¶ on diferencial estoc¶ astica (movimiento
geom¶ etrico browniano).
La representaci¶ on estoc¶ astica de los dep¶ ositos y cr¶ editos banca-
rios constituye una primera aportaci¶ on del modelo, como se~ nalamos,
la literatura existente, en su mayor¶ ³a, se concentra en la elecci¶ on de
l a sc a n t i d a d e s¶ optimas de activos y pasivos tomando como dados los
precios; en cambio, en nuestra investigaci¶ on, el banco toma como dado
el car¶ acter estoc¶ astico de activos y pasivos y elige las tasas de inter¶ es
activa y pasiva ¶ optimas, lo que nos parece re°eja, con m¶ as realismo,
la actividad bancaria.
Asimismo, en el modelo consideramos la existencia del riesgo de
cr¶ edito, el cual representamos a trav¶ es de la probabilidad instant¶ anea
de incumplimiento del pago de los cr¶ editos otorgados. Es importante
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del riesgo de cr¶ edito, s¶ olo se utiliza la probabilidad acumulada de in-
cumplimiento para estimar las p¶ erdidas esperadas o el monto de los
cr¶ editos susceptibles de recuperaci¶ on; en nuestra propuesta obten-
emos la probabilidad instant¶ anea de incumplimiento y, adem¶ as, in-
corporamos esta medici¶ on en el problema de optimizaci¶ on de un banco
comercial.
A partir de los dos supuestos anteriores (activos y pasivos es-
toc¶ asticos y existencia de probabilidad instant¶ anea de incumplimien-
to), el modelo concluye en soluciones cerradas para las tasas activa y
pasiva ¶ optimas. Esto constituye un resultado fundamental de nues-
tra investigaci¶ on, que complementa la escasa literatura al respecto,
donde generalmente se rescata la aleatoriedad s¶ olo de los pasivos y se
1 concluye en soluciones num¶ ericas particulares.
Por ¶ ultimo, con la ¯nalidad de contar con una aplicaci¶ on em-
p¶ ³rica, nuestro modelo proporciona una de¯nici¶ on del margen ¯nan-
ciero con base en las tasas activa y pasiva deducidas. Asimismo,
sugerimos la simulaci¶ on Monte Carlo para modelar las variaciones
aleatorias de los activos y pasivos, y con base en dicha simulaci¶ on se
determinan las tasas activa y pasiva. De esta forma, a partir de niveles
observados en alg¶ un momento del tiempo de los vol¶ umenes de activos
y pasivos, pueden deducirse los vol¶ umenes futuros, as¶ ³c o m ol a st a s a s
de inter¶ es ¶ optimas, acordes con la soluci¶ on anal¶ ³tica del modelo.
La investigaci¶ on est¶ a organizada de la siguiente forma: en la sec-
ci¶ on dos revisamos la literatura existente sobre la optimizaci¶ on de be-
ne¯cios de los bancos comerciales, para ello, elegimos algunos modelos
representativos del planteamiento tradicional (donde el banco deter-
mina las cantidades ¶ optimas de dep¶ ositos y cr¶ editos); en la siguiente,
discutimos sobre el balance contable b¶ asico de un banco comercial; en
la cuatro, mostramos c¶ omo se incluye en el modelo propuesto la pro-
babilidad de incumplimiento para un momento espec¶ ³¯co del tiempo
y la probabilidad instant¶ anea de cumplimiento; en la quinta secci¶ on
desarrollamos el problema de optimizaci¶ on del banco comercial que
permite determinar los rendimientos ¶ optimos de los cr¶ editos y de-
p¶ ositos; en la secci¶ on seis se examina el margen ¯nanciero; en la siete,
mostramos un ejemplo de aplicaci¶ on de nuestro modelo, basado en la
simulaci¶ on Monte Carlo, para el caso mexicano; y, por ¶ ultimo, en la
secci¶ on ocho presentamos las conclusiones de nuestra investigaci¶ on.
1 E n la sig u ien te secci¶ on se detal l an al gunas de l as caracter ¶ ³stica s d e lo s m o -
delos representativos alresp ecto: K lein (1971),D erm ine (1986),B oyd y de N icol¶ o
(2003) y B ougheas y R ui z (2008).¶ 148 ES TUDI OSECONOMI COS
2. A ntecedentes
El problema de modelar la decisi¶ on de optimizaci¶ on de ganancias de
un banco comercial ha sido planteado en escenarios est¶ aticos y din¶ ami-
cos y, entre estos, en condiciones deterministas o de incertidumbre.
Una de las propuestas pioneras fue la de Towey (1974). En su modelo,
la actividad principal de los bancos es la creaci¶ on de servicios de de-
p¶ ositos, los cuales dependen del ingreso real, de la tasa de inter¶ es del
mercado, de los servicios adicionales que ofrece el banco, del costo de
los servicios adicionales y de la demanda de dep¶ ositos de otros bancos.
Asimismo, se supone que el banco central impone un requerimiento
de reservas a los bancos comerciales. Con los supuestos anteriores, el
modelo determina las ganancias de los bancos provenientes de ofrecer
dep¶ ositos, otorgar cr¶ editos y servicios asociados. Para alcanzar las
ganancias m¶ aximas, el ingreso marginal de los servicios de dep¶ ositos
debe igualar al costo marginal. Tambi¶ en se vinculan los servicios de
dep¶ ositos (o la demanda de dinero global que se crea a trav¶ es de la
actividad bancaria) con la oferta de dinero que determina el banco
central.
U n od el o sm o d e l o sp i o n e r o se nl ai n c o r p o r a c i ¶ on de incertidum-
bre es el de Tobin (1982). En su modelo, el banco comercial debe
elegir el volumen de cr¶ editos que otorga y la cantidad de activos de
inversi¶ on sin conocer el volumen de los dep¶ ositos con que cuenta. Se
trata entonces de elegir un portafolio precautorio que maximice sus
ganancias. El modelo tambi¶ en supone que la capacidad bancaria de
retener dep¶ ositos depende del tama~ no del banco en relaci¶ on con los
otros bancos existentes. Al igual que ocurre con las ¯rmas, la decisi¶ on
¶ optima para cada banco, se encuentre en una situaci¶ on competitiva o
monopolista, consiste en elegir la cantidad de activos y de pasivos tal
que, para cada combinaci¶ on de t¶ ³tulos, se veri¯que la igualdad entre
ingreso marginal y costo marginal.
Por su parte, O'Hara (1983) considera en su modelo que, el ad-
ministrador del banco comercial, maximiza la utilidad proveniente de
los bene¯cios esperados considerando las exigencias de los accionistas
(y su deseo de maximizar el rendimiento sobre capital) y de la regu-
laci¶ on bancaria. El problema b¶ asico consiste en elegir la composici¶ on
¶ optima de activos y pasivos considerando que los rendimientos son
aleatorios y ex¶ ogenos porque el banco enfrenta el riesgo de mercado y
el riesgo de cr¶ edito. En equilibrio, el administrador elige la cantidad
de fondos donde la utilidad marginal de su consumo iguala a la desu-
tilidad marginal de su consumo futuro, tambi¶ en se elige la cantidad
de activos que satisface la igualdad entre el rendimiento de estos y su
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En la propuesta de Ratti (1980), el banco maximiza la utilidad
esperada de sus bene¯cios eligiendo los vol¶ umenes ¶ optimos de cr¶ edi-
tos, valores gubernamentales y reservas. En este caso, el problema
esencial consiste en ajustar esas cantidades suponiendo que el banco
es un agente adverso al riesgo (su funci¶ on de utilidad es c¶ oncava), la
incertidumbre respecto al volumen de los dep¶ ositos existentes en cada
momento del tiempo y la presencia de riesgo de cr¶ edito ex¶ ogeno.
Una propuesta novedosa es la de Rajan (1994), en la cual se
busca explicar la maximizaci¶ on de las ganancias, pero asociada con la
creaci¶ on de una reputaci¶ on dentro del mercado crediticio. Se supone
que el prop¶ osito del banco comercial es que sus clientes lo reconozcan
como facilitador del cr¶ edito y que sus competidores reconozcan sus
habilidades para otorgar cr¶ editos riesgosos y obtener ganancias de
estos.
Los modelos hasta ahora descritos son representativos de la forma
tradicional de explicar el problema de la optimizaci¶ on de las ganancias
bancarias, esto bajo el enfoque de la teor¶ ³a de las organizaciones,
en evidente asociaci¶ on con la teor¶ ³a neocl¶ a s i c ad el a¯ r m a . E s t o s
modelos centran su atenci¶ on en la elecci¶ on del banco de las cantidades
¶ optimas de activos y pasivos, tomando como dadas las tasas de inter¶ es,
sean ¶ estas plenamente determinadas o aleatorias. Tambi¶ en coinciden,
excepto la propuesta de Towey (1974), en incluir la in°uencia de los
riesgos en las decisiones de la banca comercial.
Respecto a la relevancia de la inclusi¶ on de los riesgos (de mer-
cado, de cr¶ edito y operacionales), algunos autores como Allen y San-
tomero (1997) se~ nalan que la presencia de riesgos no s¶ olo in°uye en la
toma de decisiones de la banca comercial, sino que la administraci¶ on
y la transferencia de riesgos se convierte progresivamente en una de
sus funciones principales, aminorando la relevancia de la informaci¶ on
asim¶ etrica y de la existencia de costos de transacci¶ on. Esta posici¶ on
contrasta con la de Scholtens y van Wensveen (2000), quienes sub-
rayan que la administraci¶ on y transformaci¶ on de riesgos son el origen
yl ar a z ¶ on de ser de los bancos y de las instituciones ¯nancieras, no
una cuesti¶ on de reciente importancia.
En la literatura econ¶ omico-¯nanciera existen pocas aportaciones
d o n d es em o d e l ad ef o r m aa l e a t o r i al av a r i a c i ¶ on de activos y pasivos
y donde la elecci¶ on del banco se centre en las tasas de inter¶ es. Al
respecto, uno de los modelos b¶ asicos se debe a Klein (1971), en su
propuesta los bancos poseen como activos: efectivo, bonos guber-
namentales y t¶ ³tulos privados. Los pasivos del banco se componen
por dep¶ ositos de corto y largo plazo. Se supone que el banco debe
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u nr e n d i m i e n t os e g u r or e s p e c t oal o sb o n o sg u b e r n a m e n t a l e s ,yo b -
tiene un rendimiento aleatorio ex¶ ogeno de los t¶ ³tulos privados debido
a que se sospecha el incumplimiento de las empresas privadas; Klein
s¶ o l os u p o n eq u ee lr e n d i m i e n t od el o sc r ¶ editos (t¶ ³tulos privados) que
otorga el banco siempre es menor que el establecido en el contrato de
cr¶ edito, pero no se formaliza esa probabilidad de incumplimiento.
En el modelo de Klein (1971), la variable aleatoria relevante es
el saldo de recursos que mantiene el banco (ingresos menos egresos),
l ac u a ls ee x p r e s aat r a v ¶ es de una funci¶ on de densidad espec¶ ³¯ca. En
equilibrio, se determinan la tasa de rendimiento que se paga por los
dep¶ ositos y la que debe recibir el banco de los t¶ ³tulos privados. Der-
mine (1986) extiende el modelo de Klein suponiendo que el banco
otorga cr¶ editos con rendimiento incierto porque se sustentan en ac-
tivos, propiedad de los prestatarios, cuyo valor al t¶ ermino del contrato
es estoc¶ astico. En este contexto, Dermine analiza los siguientes casos:
1)e lc l i e n t es ¶ ³ cumple sus compromisos de pago con el banco, 2)e l
cliente incumple, pero el banco mantiene sus compromisos con otros
clientes y 3) el cliente incumple y el banco se ve obligado a caer en
quiebra.
De mayor inter¶ es y a¯nidad con nuestra investigaci¶ on son las
propuestas de Boyd y de Nicol¶ o (2003) y lade Bougheas y Ruiz (2008).
En el primer caso, el argumento esencial es mostrar los mecanismos
que conducen a que los bancos tomen m¶ as riesgos a medida que los
mercados son m¶ as concentrados (existe menos competencia). Dichos
mecanismos son: 1) si la competencia disminuye, los bancos obtienen
m¶ as ganancias incrementando las tasas activas, pero esto implica m¶ as
riesgo de quiebra por parte de los prestatarios, adem¶ as de que ellos
eligen solicitar pr¶ estamos para ¯nanciar sus proyectos m¶ as riesgosos y
2) si aumenta el n¶ umero de bancos, las ganancias de cada uno de ellos
disminuye, pero aumenta el costo de quiebra que a manera de seguro
deben cubrir, lo que desincentiva la toma de riesgos. Aunque en la
propuesta de los autores los bancos eligen los dep¶ ositos, y a partir de
dichos dep¶ ositos eligen indirectamente los cr¶ editos (para satisfacer el
balance bancario), lo relevante es que concluyen en resultados parti-
culares para las tasas de inter¶ es activa y pasiva, porque dependen de
la forma funcional de los cr¶ editos y de los dep¶ ositos.
En la propuesta de Bougheas y Ruiz (2008) se analizan distin-
tos reg¶ ³menes bancarios derivados del saldo de recursos que mantiene
el banco en el corto y lago plazos, estos reg¶ ³menes se forman por la
combinaci¶ on en pares de los casos solvencia, insolvencia, liquidez e
iliquidez. Entre los elementos m¶ as interesantes del an¶ alisis destacan:
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se ven afectados por choques de liquidez y 2) se utiliza optimizaci¶ on
num¶ erica para determinar los valores ¶ optimos de reservas que debe
mantener el banco para optimizar sus ganancias, esto considerando
que la proporci¶ on de los dep¶ ositos retirados y la tasa de rendimiento
de la cartera de inversi¶ on son variables aleatorias uniformes, y a par-
tir de un conjunto dado de valores para las variables: tasa de inter¶ es
de los dep¶ ositos de largo plazo, costo de liquidaci¶ on temprana, costo
de bancarrota, monto de los dep¶ ositos y el l¶ ³mite superior de la dis-
tribuci¶ on del rendimiento de la cartera de inversi¶ on del banco.
En el transcurso de nuestra investigaci¶ on se desarrollar¶ au nm o -
delo que, como se ha se~ nalado, complementa la literatura que supone
aleatoriedad en los elementos del balance bancario, a diferencia de los
modelos representativos, en nuestra propuesta se consideran activos
yp a s i v o se s t o c ¶ asticos, la formalizaci¶ on realizada permite concluir en
soluciones anal¶ ³ticas generales.
3.Elbal ance generalbancari o
El balance general de una instituci¶ on bancaria obliga a que el valor de
los activos coincida con el de los pasivos. Los activos son los t¶ ³tulos
y bienes que le permiten al banco obtener utilidades y los pasivos
son los t¶ ³tulos que le permiten obtener recursos ¯nancieros, los cuales
implican el pago de rendimientos por parte del banco. Suponemos que
los activos est¶ an constituidos por los pr¶ estamos o cr¶ editos que otorga
el banco L ,l o sv a l o r e sot ¶ ³tulos V (suponemos que el banco posee s¶ olo
t¶ ³tulos gubernamentales G , aunque el rendimiento de estos r est¶ a G
asociado al rendimiento r de los t¶ ³tulos privados C ) y las reservas C
R . Los pasivos se forman por dep¶ ositos D y capital bancario CB.E n
el cuadro 1 se expone en forma simpli¯cada el balance general de un
banco.
Cua dr o1
B alance generalde un banco com ercial
Acti vos Pasi vos
Pr¶ estamos otorgados L Dep¶ ositos D
Valores V Capital bancario CB
Reservas R¶ 152 ES TUDI OSECONOMI COS
En esta investigaci¶ on suponemos que las magnitudes de los t¶ ³-
tulos gubernamentales, reservas y capital bancario en cada instante
del tiempo son datos conocidos, sin embargo, suponemos que existe
incertidumbre acerca de los dep¶ ositos y pr¶ estamos, adem¶ as de que
el rendimiento de estos ¶ ultimos es incierto debido a la existencia de
probabilidades de incumplimiento de pago por parte de los clientes a
quienes el banco ha otorgado cr¶ editos.
4 . P ro b a b ilid a d in sta n t¶ a n e a d e in cu m p lim ie n to co n ta sa d e
recuperaci¶ on nul a
En el ¶ area de riesgo de cr¶ edito, la p¶ erdida esperada por incumplimien-
to en un mundo neutral al riesgo, se estima a partir de equiparar el
valor esperado de un t¶ ³tulo privado riesgoso con el valor esperado de
un t¶ ³tulo similar gubernamental (libre de riesgo). Si se considera la
siguiente notaci¶ on:
B (t;T )=p r e c i od eu nt ¶ ³tulo gubernamental en la fecha t, G
B (t;T )=p r e c i od eu nt ¶ ³tulo privado en la fecha t, C
r (t;T ) = tasa de rendimiento entre t y T de un t¶ ³tulo guberna- G
mental,
r (t;T ) = tasa de rendimiento entre t y T de un t¶ ³tulo privado, C
VN = Valor nominal de t¶ ³tulos p¶ ublicos y privados
y se supone la existencia de dos bonos con el mismo valor nominal y
la misma madurez, entonces la diferencia entre el t¶ ³tulo privado y el
p¶ u b l i c o ,e sd e c i r ,l ap ¶ erdida esperada por incumplimiento est¶ ad a d a
por:
V (t;T )=B (t;T ) ¡ B (t;T )( 1 ) GC
En t¶ e r m i n o sd e lv a l o rp r e s e n t ed el o st ¶ ³tulos, considerando capi-
talizaci¶ on instant¶ anea de inter¶ es, el diferencial de precios de los t¶ ³tulos
es:
¡ r (t;T )(T ¡ t) ¡ r (t;T )(T ¡ t) GC V (t;T )=VNe ¡ VNe (2)
En este caso, la p¶ erdida esperada si no se presenta incumplimien-
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¡ r (t;T )(T ¡ t) ¡ r (t;T )(T ¡ t) GC VNe ¡ VNe
v(t;T )= ( 3 ) ¡ r (t;T )(T ¡ t) G VNe
Si se prescinde del valor nominal de los t¶ ³tulos, la ecuaci¶ on ante-
rior se reescribe como:
¡ r (t;T )(T ¡ t) ¡ r (t;T )(T ¡ t) GC e ¡ e
v(t;T )= ¡ r (t;T )(T ¡ t) G e
r (t;T )(T ¡ t)¡ r (t;T )(T ¡ t) GC =1¡ e (4)
¡ H (t;T )(T ¡ t) =1¡ e
La ecuaci¶ on (4) determina la probabilidad acumulada de in-
cumplimiento de un t¶ ³tulo riesgoso, durante el periodo T ¡ t,d e s d ee l
inicio de vigencia del t¶ ³tulo en la fecha, t, hasta la fecha de valuaci¶ on,
T .C o n v i e n es e ~ nalar que en la deducci¶ on de la expresi¶ on (4) se asume
que el incumplimiento de la empresa emisora del bono sigue un pro-
ceso Poisson, de hecho, en esta ecuaci¶ on el t¶ ermino ¡ H (t;T )(T ¡ t)
puede interpretarse como la intensidad del proceso Poisson.
Una alternativa al c¶ alculo anterior es evaluar la probabilidad de
incumplimiento a partir de la fecha intermedia ¿ yh a s t al af e c h a
¯nal T , es decir, suponiendo que t< ¿< T,e s t os eh a c er e s t a n d ol a
probabilidad de incumplimiento durante ¿ ¡ T a la probabilidad de
incumplimiento durante T ¡ t,e sd e c i r :
P (T ¡ ¿ )= v(t;T )¡ v(t;¿ )
r (t;T )(T ¡ t)¡ r (t;T )(T ¡ t) r (t;¿ )(¿ ¡ t)¡ r (t;¿ )(¿ ¡ t) GC G C =1 ¡ e ¡ 1¡ e () ( )
r (t;T )(T ¡ t)¡ r (t;T )(T ¡ t) r (t;¿ )(¿ ¡ t)¡ r (t;¿ )(¿ ¡ t) GC G C = v(t;T )¡ v(t;¿ )= ¡ e + e
¡ H (t;T )(T ¡ t) ¡ H (t;¿ )(¿ ¡ t) = v(t;T )¡ v(t;¿ )= ¡ e + e;
donde:
H (t;T )(T ¡ t)=r (t;T )(T ¡ t) ¡ r (t;T )(T ¡ t) CG
H (t;¿)(¿ ¡ t)=r (t;¿)(¿ ¡ t) ¡ r (t;¿)(¿ ¡ t): CG
P (T ¡ ¿) describe la probabilidad de incumplimiento en el periodo
(T ¡ ¿) cuando no existe recuperaci¶ on de los cr¶ editos. En el mismo
periodo la probabilidad de cumplimiento es:¶ 154 ES TUDI OSECONOMI COS
¡ H (t;T )(T ¡ t) ¡ H (t;¿ )(¿ ¡ t) Q (T ¡ ¿)=1¡ P (T ¡ ¿)=1+e ¡ e
Para determinar la probabilidad instant¶ anea de incumplimiento
en la fecha espec¶ ³¯ca ¿ suponemos que el periodo (t;T )e s t ¶ af o r m a d o
por una sucesi¶ on de fechas tal que en la vecindad de ¿ se encuentran
las fechas ¿ , ¿ ,yd o n d et< ¿ < ¿< ¿ < T,a s ¶ ³ ¿ ¡ ¿ = ¿. 12 1 2 2 1
En este caso, podemos de¯nir la probabilidad instant¶ anea de
incumplimiento como:
P (¿ )= v(t;T )¡ v(t;¿ )¡ v(¿; T ) 12
r (t;T )(T ¡ t)¡ r (t;T )(T ¡ t) r (t;¿ )(¿ ¡ t)¡ r (t;¿ )(¿ ¡ t) GC G C =1 ¡ e ¡ 1¡ e () ( )
r (t;T )(T ¡ t)¡ r (t;T )(T ¡ t) r (t;¿ )(¿ ¡ t)¡ r (t;¿ )(¿ ¡ t) 11 11 GC G C =1 ¡ e ¡ 1¡ e () ( )
r (¿; T )(T ¡ ¿ )¡ r (¿; T )(T ¡ ¿ ) 22 22 GC ¡ 1¡ e (5) ()
r (t;T )(T ¡ t)¡ r (t;T )(T ¡ t) r (t;¿ )(¿ ¡ t)¡ r (t;¿ )(¿ ¡ t) 11 11 GC G C = ¡ e + e
r (¿; T )(T ¡ ¿ )¡ r (¿; T )(T ¡ ¿ ) 22 22 GC + e ¡ 1
¡ H (t;T )(T ¡ t) ¡ H (t;¿ )(¿ ¡ t) ¡ H (¿; T )(T ¡ ¿ ) 11 2 2 = ¡ e + e + e ¡ 1:
Donde ahora:
H (t;¿ )(¿ ¡ t)=r (t;¿ )(¿ ¡ t) ¡ r (t;¿ )(¿ ¡ t) 11 C 11 G 11
H (¿; T)(T ¡ ¿ )=r (¿; T)(T ¡ ¿ ) ¡ r (¿; T)(T ¡ ¿ ) 22 C 22 G 22
Por ¶ ultimo, la probabilidad instant¶ anea de s¶ ³ cumplimiento puede
de¯nirse como:
¡ H (t;T )(T ¡ t) ¡ H (t;¿ )(¿ ¡ t) ¡ H (¿; T )(T ¡ ¿ ) 11 2 2 Q (¿)=1 ¡ P (¿)=e ¡ e ¡ e (6)
M¶ as adelante utilizaremos estos resultados para estimar las ga-
nancias posibles del banco comercial. Observe que los cr¶ editos que
otorga son estoc¶ asticos, pero tambi¶ en hay incertidumbre en el cum-
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5. M odelo de optim izaci¶ on de un banco com erci al
El problema de optimizaci¶ on de un banco comercial consiste en ma-
ximizar el valor presente de los bene¯cios esperados ¦ , condicionado t
al conjunto de informaci¶ on relevante disponible F y utilizando una 0
tasa de descuento ±,e sd e c i r :
½¾ Z 1
¡ ±t Maximizar E f (¦ ) e d t j F; 0 <± <1( 7 ) t 0
0
junto con las restricciones:
d¦ = r d L + rR + rG ¡ r d D ¡ rC B (8) tLt tG tDtBt
d L = ¹Ldt + ¾LdW;dW (0;d t)( 9 ) tL t L t t t
dD = ¹Ddt + ¾DdZ;dZ (0;dt)( 1 0 ) tD t D t t t
Cov(dW; dZ )=½dt; ½ > 0 (11) tt
donde:
r =T a s ad ei n t e r ¶ es asociada a reservas bancarias,
r =T a s ad ei n t e r ¶ es de pr¶ estamos (o cr¶ editos) bancarios, L
r = Tasa de rendimiento de t¶ ³tulos gubernamentales, G
r =T a s ad ei n t e r ¶ es de dep¶ ositos bancarios, D
r = Tasa de rendimiento del capital bancario, B
L = Volumen de cr¶ editos otorgados en el tiempo t, t
D = Volumen de dep¶ ositos recibidos en el tiempo t, t
¹ = Media de largo plazo de los cr¶ editos otorgados, L
¾ = Volatilidad de los cr¶ editos otorgados, L
¹ = Media de largo plazo de los dep¶ ositos recibidos, D
¾ = Volatilidad de los dep¶ ositos recibidos, D
G =V o l u m e nd et ¶ ³tulos gubernamentales,
CB = Capital bancario,
R = Reservas bancarias,
dW yd Z M o v i m i e n t o sb r o w n i a n o se s t a n d a r i z a d o s . tt¶ 156 ES TUDI OSECONOMI COS
La funci¶ on f se supone c¶ oncava con primera y segunda derivadas
continuas. La ecuaci¶ on (8) expresa la evoluci¶ on de los bene¯cios en
el tiempo, estos dependen de los rendimientos positivos de los ac-
tivos: pr¶ estamos, bonos gubernamentales y reservas bancarias y de
2 los costos asociados con los pasivos (dep¶ ositos y capital bancario).
L a se c u a c i o n e s( 9 )y( 1 0 )e x p r e s a nl a° u c t u a c i ¶ on estoc¶ astica de los
pr¶ estamos o cr¶ editos y de los dep¶ ositos, respectivamente. En (9) se
indica que el volumen de cr¶ editos var¶ ³a en cada instante del tiempo
de acuerdo con un componente de tendencia o nivel promedio ¹ y L
un componente aleatorio ¾ dW . De manera similar, el volumen de Lt
dep¶ ositos (10), var¶ ³a de acuerdo con el componente tendencial ¹ y D
el t¶ ermino aleatorio ¾ dZ . Con la expresi¶ on (11) se supone que Dt
los movimientos brownianos de los pr¶ e s t a m o syl o sd e p ¶ ositos est¶ an
correlacionados entre s¶ ³. Debe se~ nalarse que se ha elegido formalizar
la variaci¶ o nd el o ss a l d o se x i s t e n t e se nc a d ai n s t a n t ed e lt i e m p o ,d e
dep¶ ositos y de cr¶ editos, tomando como base el movimiento brownia-
no, justamente porque as¶ ³ puede incluirse un componente tendencial
3 y uno aleatorio en la ecuaci¶ on que de¯ne su trayectoria.
Para resolver el problema del banco comercial de¯nimos:
2 En el m odel o propuesto se supone que l as reservas en cada i nstante del
tiem po son conocidas en lugar de determ inarse com o fracci¶ on de l os dep¶ osi tos,
con ello se evita la especi¯caci¶ on aleatoria de las reservas que ser¶ ³a n ecesa ria
com o correspondencia con la variaci¶ on de l os dep¶ ositos. R especto alrendim iento
de las reservas bancarias,generalm ente se supone que si¶ estas son requeridas p or
l a autori dad m onetari a,no devengan i nter¶ esal guno,no obstante,en l a propuesta
puede suponerse que l a tasa de i nter¶ es r es positiva, pero tendiente a cero; si la
tasa es nula esto signi¯ca,en elm odelo,que las tasas ¶ opti m as son i ndependi entes
de l a m agni tud de l asreservas.
3 E n el m odelo que se prop one, el principal elem ento recup erado de la litera-
tura ¯nanciera m oderna es la trayectoria estoc¶ a stica d el m o v im ien to b ro w n ia n o ,
com o se sabe,¶ este es la base de la valuaci¶ o n d e la m a y o r¶³a d e lo s t¶³tu lo s d e in s-
trum entos ¯nancieros. E n particular, dicho proceso estoc¶ asti co ha si do adaptado
en diferentes variantes para generar los m odelos conocidos de la tasa de inter¶ es
instant¶ anea (M erton (1973),Vasi cek (1977),C ox,Ingersol ly R oss (1985),H o y
Lee (1986), H ul l y W hi te (1990) y Longsta® (1989)), o bi en para m odel ar l as
variaciones de otros precios; en nuestra propuesta adoptam os el m ovim iento geo-
m¶ etri co browni ano para m odel arl as°uctuaci onesde l oscr ¶ edi tosy de l osdep¶ osi -
tos. D ado que nuestro inter¶ es es determ inar las tasas ¶ opti m as(acti va y pasi va)en
su vinculaci¶ on con l os com ponentes delbal ance generalbancari o segui m os com o
m etodolog¶ ³a la optim izaci¶ on estoc¶ asti ca,en l ugarde l asm etodol og¶ ³a s a ltern a tiv a s
de l osm odel osAPT (A rbitrage P ricing T heory)oCAPM ( C api talA ssetPri ci ng
Mo d e l ).DECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 157
©ª R T ¡ ±s J (L; D; t )= m ax E f (¦ )e d s j F tt s t
t
no RR t+ dt T ¡ ±s ¡ ±s =ma xE f (¦ )e d s+ f (¦ )e d s j F (12) ss t
tt + dt
©ª R t+ dt ¡ ±s =ma xE f (¦ )e d s+ J (L +dL; D+dD; t +dt) j F st t t t t
t
Si se utilizan el teorema del valor medio para integrales de¯nidas
yl ae x p a n s i ¶ on en series de Taylor alrededor de (L; D; t )s es i g u eq u e : tt
¡ ±t J (L; D; t )= m ax E f (¦ )e d t+ o(d t)+ J (L; D; t )+ d J (L; D; t ) j F fg tt t tt tt t
donde o(dt)e st a lq u eo(dt)=dt ! 0c u a n d od t ! 0. Si aplicamos el
lema de It^ o para una funci¶ on de dos variables conducidas por ecua-
ciones diferenciales estoc¶ asticas, podemos encontrar la diferencial to-
tal de la funci¶ on J (L; D; t ), asociada a los dos factores de riesgo, tt
4 dW yd Z , como: tt
1 22 2 dJ (L; D; t )=J dt+J¹rLdt+ J¾ r L dt+J¹rDdt tt t L L L t L L D D Dt LL t 2
1 22 2 + J¾ r D dt + J¾ r L ½ ¾ r D dt DD LD L L t D D t DD t 2
+J¾rLdW + J¾rDdZ LLLt t DDD t t
En consecuencia,
¡ ±t 22 2 1 J (L; D; t )= m ax E f (¦ )e + o(dt)+ J (L; D; t )+ J + J¹rL+ J¾ r L f ( tt t tt t L L L t L L LL t 2
22 2 1 + J¹rD+ J¾ r D + J¾ r L ½ ¾ r D d t (13) ) D D Dt D D L D L L tD Dt DD t 2
¯ o ¯
+ J¾rLd W + J¾rDd ZF LLLt t DDD t t t ¯
4 V¶ ease el anexo A sobre el lem a de It^ o para determ inar la diferencial de
una f unci ¶ on que depende de dos variables conducidas por ecuaciones diferenciales
estoc¶ asti cas.¶ 158 ES TUDI OSECONOMI COS
donde los sub¶ ³ndices de J , J , J , JD , JL , JD ,d e n o t a nl a s tL D D L L
primeras o segundas derivadas parciales de la funci¶ on J (L; D; t ). tt
C o ne l¯ nd ei n c o r p o r a re ne le j e r c i c i od eo p t i m i z a c i ¶ on los compo-
nentes del balance bancario que s¶ olo dependen del tiempo, es decir,
las reservas R ,l o st ¶ ³tulos gubernamentales G y el capital bancario
CB, reescribimos las ecuaciones (9) y (10):
µ¶
rR r G tG t dL = L¹ ++ d t + ¾LdW dW (0;dt)( 1 4 ) tt L L t t t LL tt
µ¶
rC B Bt dD = D¹ +d t + ¾DdZ dZ (0;dt)( 1 5 ) tt D D t t t D t
A diferencia de la ecuaci¶ on (9), en (14) la variaci¶ on de la can-
tidad de cr¶ editos se asocia con la variaci¶ on de los pasivos reservas y
t¶ ³tulos gubernamentales, y en la ecuaci¶ on (15), a diferencia de (10),
la variaci¶ on de los dep¶ ositos se asocia con los cambios en el capi-
tal bancario, esto es un supuesto del modelo que nos permite incluir
estas variables en el problema de optimizaci¶ on. Evidentemente, en
t¶ erminos contables, la ¶ unica condici¶ o nq u ed e b em a n t e n e r s ee sq u e
el valor total de los activos iguale al de los pasivos en cada instante
del tiempo, pero no todos los activos (ni todos los pasivos) var¶ ³an
necesariamente en el mismo sentido.
Si se considera la esperanza matem¶ atica de (13) y se incorporan
en¶ esta (14) y (15), se obtiene la ecuaci¶ on de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJ B), la cual expresa la condici¶ on necesaria de un m¶ aximo:
½· µ ¶
rG rR ¡ ±t 22 2 t 1 tG 0= f (¦ )e + J + JrL ¹++ + J¾ r L (16) tt L L t L L L LL t LL 2 tt
µ¶ ¸ ¾
rC B 22 2 t 1 B + JrD ¹++ J¾ r D + J¾ r L ½ ¾ r Dd t ´ HJ B DD t D D D L DLLt DD t DD t D 2 t
En la ecuaci¶ on (16) queda resumido el problema de optimizaci¶ on
del banco comercial. El objetivo es maximizar el valor presente de las
ganancias esperadas, para lo cual elegir¶ al a st a s a sd ei n t e r ¶ es ¶ optimas
(activa y pasiva), considerando como restricciones la evoluci¶ on de
activos y pasivos. A partir de la ecuaci¶ on de HJ B,ys u p o n i e n d oDECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 159
que f (¦ ) se mantiene constante en el instante dt, obtenemos las t
condiciones de primer orden:
¡¢
rG rR 22 @H JB t tG = JL ¹++ + J¾ r L + J¾ L ½ ¾ r D =0 (17) Lt L L L L L DLt DD t Lt @r L L tt L
¡¢
rC B 22 @H JB t B = JD ¹++ J¾ r D + J¾ r L ½ ¾ D =0 (18) DtD D D D L D L L tDt Dt @r D t D
Proponemos como candidato soluci¶ on de la ecuaci¶ on (16) a la
funci¶ on:
1 1¡ ® ® ¡ ±t J = LD e 0 <®<1: (19) t t ±
A partir de la ecuaci¶ on anterior obtenemos:
1¡ ® ® ¡ ±t J = ¡ LD e ; t tt
® ® ¡ 11 ¡ ® ¡ ±t J = LDe ; L tt ±
1 ¡ ® ¡ ® ® ¡ ±t J = LD e ; D tt ±
® (® ¡ 1) ® ¡ 21 ¡ ® ¡ ±t J = LDe ; LL tt ±
® (1 ¡ ® ) ¡ ® ¡ 1 ® ¡ ±t J = ¡ LD e ; DD tt ±
® (1 ¡ ® ) ® ¡ 1 ¡ ® ¡ ±t J = LD e : LD tt ±
Si se sustituyen estas derivadas parciales en (17) y (18), tenemos:
¡¢
rG rR ® (® ¡ 1) ® ¡ 11 ¡ ®® ¡ 21 ¡ ® ¡ ±t ¡ ±t 22 ®t tG LDe L ¹ ++ + LDe ¾ r L tL L Lt tt tt ±L L ± tt
® (1¡ ® ) ® ¡ 1 ¡ ® ¡ ±t = ¡ LD e ¾ L ½ ¾ r D Lt DD t tt ±
Si se simpli¯ca la expresi¶ on anterior, se sigue que:¶ 160 ES TUDI OSECONOMI COS
µ¶
rR r G tG t 2 ¹ ++ + ( ® ¡ 1)¾r= ¡ (1 ¡ ® )¾½ ¾r (20) LL D D LL LL tt
Ap a r t i rd e( 1 8 )s et i e n e :
¡¢
rC B ® (1¡ ® ) ¡ ® ¡ ® ¡ 1 1¡ ® ® ¡ ±t ® ¡ ±t 22 t B LD e D ¹+ ¡ LD e ¾rD tD D tt D t tt ±D ± t
® (1¡ ® ) ® ¡ 1 ¡ ® ¡ ±t = ¡ LD e r ¾ L ½ ¾ D LLt D t tt ±
Si la expresi¶ on anterior se simpli¯ca, se tiene que:
µ¶
rC B Bt 2 ¹ + ¡ ®¾ r = ¡ ®¾ r ½¾ (21) DD L L D D D t
La ecuaci¶ on (20) proviene de la optimizaci¶ on de la tasa de inter¶ es
que debe recibir el banco de los cr¶ editos que otorga. Con el ¯n de
interpretar este resultado recuperamos la ecuaci¶ on (4) de la tercera
secci¶ on, es decir, de¯nimos la probabilidad acumulada de incumpli-
miento de un t¶ ³tulo riesgoso como:
r (t;T )(T ¡ t)¡ r (t;T )(T ¡ t) GC v(t;T )=1¡ e
De lo anterior podemos obtener ahora que:
r =l n[ 1¡ v(t;T )] +r; (22) GC
d o n d el at a s ad el o st ¶ ³tulos gubernamentales se expresa en t¶ erminos de
la probabilidad acumulada de incumplimiento de los t¶ ³tulos privados.
Como nos interesa la probabilidad instant¶ a n e a ,n ol aa c u m u l a d a ,a
partir de (5) se obtiene:
v(t;T )=P (¿)+v(t;¿ )+v(¿; T): 12
Si se utiliza este cambio de variable en (22) se sigue que:
r =l n[ 1¡ P (¿) ¡ º(t;¿ ) ¡ v(¿; T)] +r (23) G 12 C
ob i e n ,
r =l n[ Q (¿) ¡ º(t;¿ ) ¡ v(¿; T)] +r (24) G 12 CDECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 161
En (24) se muestra el rendimiento de los t¶ ³tulos gubernamentales
en t¶ erminos de la probabilidad instant¶ anea de cumplimiento, Q (¿),
de los t¶ ³tulos privados. Ahora encontramos los determinantes de la
tasa cr¶ edito. A partir de (20) resolvemos para r : L
hi ¡¢
¡ 1 rG rR 2 t tG r = ¡ (1¡ ® )¾½ ¾r¡ ¹ ++ ( ® ¡ 1)¾ (25) [] LD D L LL LL tt
Si sustituimos en la expresi¶ on anterior (24) entonces:
·µ
¹ + rR Lt r =( 1 ¡ ® )¾½ ¾r ¡ LL D D L t
¶¸
[ln(Q (¿) ¡ v(t;¿ ) ¡ v(¿; T)) +r ]G 12 Ct 2 ¡ 1 +[ ( ® ¡ 1)¾ ] L L t
Ahora, suponiendo que el rendimiento de los t¶ ³tulos privados
riesgosos equivalen justamente al rendimiento de los cr¶ editos que el
banco otorga, es decir, r = r ,e n t o n c e s : CL
½¾ hi G ln (Q (¿ )¡ º (t;¿ )¡ v (¿; T )) rR t t 12 (1¡ ® )¾½ ¾r+ ¹ ++ LD D LLL L tt t r = (26) L 22 (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt LL
Por lo tanto, la tasa de cr¶ editos ¶ o p t i m ad e p e n d ed el a ss i g u i e n t e s
variables y signos (las condiciones bajo las cuales se obtienen estos
signos se muestran en el anexo B ):
µ¶
¡ + ¡¡¡¡¡¡
r = f G ;L ;R ;¾ ;¾ ;r ;Q (t);P (t)( 2 7 ) Lt t t L D D
Es decir, la tasa de cr¶ editos ¶ optima tiende a aumentar cuando se
incrementa la probabilidad instant¶ anea de incumplimiento. La tasa
de los cr¶ editos se reduce si aumentan: 1) la cantidad de reservas y
t¶ ³tulos p¶ ublicos que el banco posee, 2) la demanda de cr¶ editos y la
volatilidad de estos, 3) la volatilidad de los dep¶ ositos y la tasa pasiva
y 4) la probabilidad de cumplimiento instant¶ aneo de los cr¶ editos. Es
importante resaltar que, si los rendimientos de las reservas bancarias
son nulos, entonces en los resultados (26) y (27) la tasa activa ¶ optima
y an od e p e n d ed el av a r i a c i ¶ on en las reservas.
Para determinar la tasa pasiva ¶ optima observe que a partir de
(21): ³´




r = f C B; D; ¾; ¾; r (29) Dt t D L L
La tasa de inter¶ es para los dep¶ ositos bancarios es una funci¶ on
decreciente de los dep¶ ositos, del capital bancario y de la volatilidad
de los dep¶ ositos.
En los resultados (26) y (28) se tiene una idea relevante: las
tasas de inter¶ es pasiva y activa dependen una de la otra, no obstante
en (27) se muestra que el incremento de la tasa pasiva reduce la
magnitud de la tasa activa, lo cual s¶ olo es posible bajo el supuesto
de que el incremento en el rendimiento del pasivo es superado por
el rendimiento de otros activos. En cambio, en (29), se exhibe la
vinculaci¶ on positiva entre ambas tasas, puede interpretarse que el
incremento en el rendimiento que se obtiene por los cr¶ editos permite
al banco comercial elevar el rendimiento que otorga asus depositantes.
Es conveniente tambi¶ en se~ nalar que los resultados muestran \la
propiedad de independencia" entre los precios y cantidades de t¶ ³tu-
los diferentes, esto es, la tasa activa ¶ optima es independiente de la
cantidad de dep¶ o s i t o syl at a s ap a s i v a¶ optima es independiente de la
cantidad de cr¶ editos aunque, como se indic¶ o, el escenario en el que
o p e r ae lb a n c oc o m e r c i a lr e p r e s e n t a t i v os ea s e m e j aal ac o m p e t e n -
cia imperfecta, porque existe informaci¶ on imperfecta y porque este
agente posee la facultad de determinar los precios de los servicios que
ofrece.
En los casos de competencia imperfecta donde predominan ele-
mentos de rigideces de precios, informaci¶ on asim¶ etrica o estructuras
de mercado monop¶ olicas es com¶ un que exista interdependencia en-
tre precios y cantidades, o interdependencia entre las cantidades de
algunos pasivos y activos, este hecho ha propiciado el desarrollo de
investigaciones respecto a la regulaci¶ on bancaria y a las mejores pr¶ ac-
ticas de administraci¶ on de activos y pasivos (conocidas como A ssets-
L ia bilities M a n a gin g, ALM). La administraci¶ on bancaria conlleva a
orientar la composici¶ on del balance general contemplando, por el lado
de los activos, la selecci¶ on de aquellos que proporcionen adecuada li-
quidez y niveles de riesgo aceptables y, por el lado de los pasivos,
5 optar por la obtenci¶ on de fondos a bajo costo.
5 La propi edad de i ndependenci a es m ¶ as conocida en la teor¶ ³ a tradi ci onalde
la ¯rm a, en donde se se~ nala que, bajo com p etencia p erfecta, el costo m arginal es
i ndependi ente de l os ni vel es de producci ¶ on, y que l as canti dades produci das en
un m ercado no se al teran por vari aci ones produci das en otros m ercados.DECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 163
6. M argen ¯nanci ero,m argen por ri esgo y procesos Poi sson
En esta secci¶ on desarrollamos tres vertientes que muestran las posi-
bilidades del banco comercial para estimar sus ingresos considerando
la probabilidad de incumplimiento en los cr¶ editos que otorga.
6.1. M argen ¯nanciero
El margen ¯nanciero se de¯ne como la diferencia entre los ingresos
obtenidos por el cobro de intereses y los gastos resultantes del pago
de intereses. Esta de¯nici¶ o ns ea j u s t aal ae c u a c i ¶ on de ganancias del
banco comercial (8). Si se suponen conocidos los rendimientos de los
t¶ ³tulos gubernamentales r , del capital bancario r y de las reservas GB
bancarias r, y dados el volumen de cr¶ editos y dep¶ ositos en un mo-
mento determinado, entonces al utilizar la tasa ¶ optima de pr¶ estamos
(suponiendo ausencia de incumplimiento) r dada en (25) y la tasa L
¶ optima de dep¶ ositos r dada en (28) obtenemos: D
M = rR + rG + rL¡ rD¡ rC B (30) at G t L t D t B t
·¸ 22 (1 ¡ ® )¾½ ¾rL+ ¹L+( rR + rG)(1+¾ ¡ ®¾ ) LD D t L t t G t LL = 2 (1 ¡ ® )¾ L
·¸ 2 ®¾ r ½¾ D + ¹D+ rC B(1 + ®¾ ) L LDt Dt B t D ¡ 2 ®¾D
En (30) se muestra el margen ¯nanciero M suponiendo ausen- a
cia de incumplimiento. El margen ¯nanciero considerando la pro-
babilidad de incumplimiento M se obtiene de manera similar, pero b
suponiendo la tasa ¶ optima de pr¶ estamos de¯nida en (26):
·¸
(1¡ ® )¾½ ¾rL + ¹L + rR + G ln [1 ¡ P (t)¡ º (t;¿ )¡ v (¿; T )] tt t t 12 LD D L M = rR + rG+ (31) tG t b 22 (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ [] tt LL
hi
2 ®¾ r ½¾ D + ¹D + rC B(1+ ®¾ ) tt t LL D D B D ¡ 2 ®¾
D
Alternativamente, el margen ¯nanciero ajustado por riesgo cre-
diticio M se obtiene como el margen ¯nanciero m¶ as la estimaci¶ on c
preventiva para riesgos crediticios, la cual se de¯ne como la proporci¶ on¶ 164 ES TUDI OSECONOMI COS
del cr¶ edito que se espera no ser¶ a recuperado, entonces, de acuerdo con
6 nuestro modelo:
M = M + LP (t)( 3 2 ) ca t
Ap a r t i rd e( 3 0 ) ,( 3 1 )y( 3 2 )s eo b s e r v aq u ee lm a r g e n¯ n a n c i e r o
se incrementa con los vol¶ umenes de cr¶ editos, L ,r e s e r v a s ,R ,t ¶ ³tulos tt
p¶ ublicos, G , y con la media de largo plazo de los cr¶ editos otorgados, t
¹ , la volatilidad de los dep¶ ositos, ¾ , la covarianza entre las varia- LD
ciones aleatorias de cr¶ editos y dep¶ ositos, ½, y (en las ecuaciones (31) y
(32)) con la probabilidad de incumplimiento de los cr¶ editos otorgados
P (t).
6.2. M argen por riesgo
Bierman y Hass (1975) propusieron de¯nir el margen por riesgo,
como la diferencia entre la tasa de inter¶ es de un pr¶ estamo riesgoso
yl at a s ad eu np r ¶ estamo sin riesgo. Ambos mostraron, a partir de
la valuaci¶ on de un bono cup¶ on cero, que este margen es indepen-
d i e n t ed el a sc a r a c t e r ¶ ³sticas del t¶ ³tulo riesgoso, particularmente de su
madurez, asimismo, obtuvieron que, entre mayor sea la probabilidad
de s¶ ³ cumplimiento de las obligaciones contractuales (o menor pro-
babilidad de incumplimiento), la tasa requerida en el bono riesgoso
disminuye. M¶ as adelante Yawitz (1977) con¯rm¶ o estos resultados uti-
l i z a n d oe ns ua n ¶ alisis bonos cuponados. Si se utiliza el concepto de
margen por riesgo M ,ap a r t i rd el a se c u a c i o n e s( 2 5 )y( 2 6 ) ,¶ este se d
obtiene como:
½¾ hi G ln (1 ¡ P (t)¡ º (t;¿ )¡ v (¿; T )) rR t t 12 (1¡ ® )¾½ ¾r+ ¹ ++ LD D LLL L tt t M = d 22 (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt LL
hi ¡¢
¡ 1 rG rR 2 t tG ¡¡ (1¡ ® )¾½ ¾r¡ ¹ ++ ( ® ¡ 1)¾ (33) [] DD L LL LL tt
6 En M ¶ exico, elconcepto de m argen ¯nanciero ajustado por riesgo crediticio
se determ in¶ op o rl aCo mi s i ¶ on N aci onalB ancari a y de Val ores(CNBV),los bancos
com erciales est¶ an obligados a rep ortarlo com o parte de sus estados ¯nancieros.
A l resp ecto pueden consultarse el Bo l e t ¶ ³n B 6 de l a ci rcul ar¶ uni ca de bancosde l a
CNBV, la s reg la s p a ra la ca li¯ ca ci¶ o n d e la ca rtera cred iticia d e la s in stitu cio n es
de banca m ¶ u ltip le y la s reg la s p a ra la ca li¯ ca ci¶ o n d e la ca rtera cred iticia d e la s
sociedades nacionales de cr¶ ed ito e in stitu cio n es d e b a n ca d e d esa rro llo , a m b a s
em itid a s p o r la S ecreta r¶³a de H acienda y C r¶ edito P ¶ u b lico .DECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 165
no n o
(1¡ ® )¾½ ¾r+ ¹ + rR =L r G =L L tt tt LD D L t G = ¡ 1 ¡ 22 2 (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾ tt LL L
G ln (1 ¡ P (t)¡ º (t;¿ )¡ v (¿; T )) t 12 + 22 (1¡ ® )¾ (L ¡ G (1¡ ® )¾ ) tt LL
En este caso, el margen por riesgo tambi¶ en es una funci¶ on cre-
ciente de la probabilidad de incumplimiento.
6.3. Procesos de Poi sson
A partir del an¶ alisis de Bierman y Hass (1975) y de la extensi¶ on
de Yawitz (1977) puede deducirse que, si el incumplimiento de los
clientes del banco sigue un proceso Poisson, entonces el margen por
riesgo es equivalente a la intensidad del proceso Poisson.
Dados dos t¶ ³tulos similares (con el mismo valor nominal y la
misma madurez), uno libre de riesgo de incumplimiento y otro sujeto
ab a riesgo, y siendo r la tasa de rendimiento del t¶ ³tulo riesgoso, r LL
la tasa de rendimiento del t¶ ³tulo libre de riesgo y ¸ la intensidad del
proceso Poisson, entonces se cumple que:
¡¢ ab ¡ r ¡ r ¡ ¸ LL VNe = VNe e ;
ab r ¡ r = ¸: (34) LL
Es decir, la diferencia entre el rendimiento del t¶ ³tulo riesgoso y
el rendimiento del t¶ ³tulo libre de riesgo es la intensidad del proceso
Poisson. Tambi¶ en puede a¯rmarse que si la tasa de incumplimiento
sigue una distribuci¶ on de Poisson, entonces la tasa de incumplimiento
esperada X es:




1 x ¡ 1 X ¸ ¡ ¸ = ¸e
(x ¡ 1)!
x =1
Si se hace el cambio de variable y = x ¡ 1s et i e n eq u e :
1 y X ¸ ¡ ¸ E[Y ]=¸e ;
y!
y=0¶ 166 ES TUDI OSECONOMI COS
donde





As¶ ³, el incumplimiento esperado es justamente la intensidad del
proceso Poisson. La probabilidad de incumplimiento se estima como:
P(X>0) = 1 ¡ P(X =0 ) ;
¡ ¸ 0 e¸ ¡ ¸ P(X =0 )= =e;
0!
¡ ¸ P(X>0) = 1 ¡ e: (36)
El incumplimiento esperado, dado que existe una probabilidad
de incumplimiento, es:
1 P ¡ ¸x e¸ x x !
x =0 E[X jX>0] = :
P(X>0)
¸
=( 3 7 ) ¡ ¸ 1 ¡ e
L a se c u a c i o n e s( 3 4 )a( 3 7 )m u e s t r a nl ao b t e n c i ¶ on del margen por
riesgo y de conceptos asociados cuando se supone que el incumpli-
miento puede describirse mediante una distribuci¶ on de probabilidad
espec¶ ³¯ca.
7. Si m ul aci ¶ on M onte C arl o
En esta secci¶ on realizamos una aplicaci¶ on del modelo propuesto en
las secciones anteriores. Asimismo, determinamos las tasas ¶ optimas
de rendimiento. Elegimos como las principales variables, los sal-
dos totales del ¯nanciamiento otorgado por la banca comercial y laDECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 167
captaci¶ on colocada del p¶ ublico en M¶ exico; ambas series de forma men-
7 sual entre diciembre de 2000 y diciembre de 2007.
Los saldos nominales se convirtieron a pesos constantes con a~ no
base del 2005 y se obtuvieron las variaciones mensuales. Las ecua-
8 ciones (9) y (10) pueden reescribirse en t¶ erminos discretos como:
p
L = L +¹ ¢t+¾W;donde W =¢ t" ; " » N (0;1) (38) tt ¡ 1 LL t t t t
p
D = D +¹ ¢t+¾Z ; donde Z =¢ t" ; " » N (0;1) (39) tt ¡ 1 DD t t t t
En estas ecuaciones, L y D no representan vol¶ umenes, sino tasas tt
de variaci¶ o n . L at a s ad ev a r i a c i ¶ on inicial, la volatilidad constante y
la media de largo plazo se obtienen mediante un an¶ alisis estad¶ ³stico
de las series construidas a partir de las ecuaciones:
L = ¹ + L + " (40) tL t ¡ 1 t
D = ¹ + D + " (41) tD t ¡ 1 t
Podemos suponer que los estimadores hallados son tales que:
^ ^ ® = ¹ , ¯ = ¹ . En el cuadro 2 se resumen los valores de los 0 L 0 D
par¶ ametros utilizados.
Cua dr o2
Par ¶ am etros uti l i zados en
los procesos estoc¶ asti cos
Acti vos Pasi vos
¾ = 2.0099 ¾ =2 . 4 1 4 3 LD
^ ^ ® =0.29921751 ¯ =0 . 3 7 2 2 4 6 0 2 00
¢t =0 . 0 1 ¢ t =0 . 0 1
7 L a in fo rm a ci¶ on cuanti tati va rel ati va a l os acti vos y pasi vos de l a banca co-
me r c i a ls eo bt uv ode lBa nc odeM¶ e x i c oe ns up ¶ a g i nah t t p: / / www. ba nx i c o . g o b. mx .
A lternativam ente, puede encontrarse inform aci¶ on sim ilar en el p ortal de la C o-
mi s i ¶ o n Na c i o na lBa nc a r i a y deVa l o r e s ,h t t p: / / www. c n b v . g o b. mx . Lo sa ut o r e s
ofrecen a los lectores interesados un archivo en E xcelpara facilitar la replicaci¶ on
de l osc¶ al cul os.
8 P ara realizar la sim ulaci¶ o n M o n te C a rlo se u tiliz¶ oc o mob a s el ame t o d o l o g ¶ ³a
sugerida para la calibraci¶ on y si m ul aci ¶ on de la tasa corta de inter¶ es en V enegas
Ma r t ¶ ³ nez (2008).¶ 168 ES TUDI OSECONOMI COS
Una vez obtenidos los valores de los par¶ ametros necesarios, efec-
tuamos la simulaci¶ on Monte Carlo de las ecuaciones (38) y (39). Para
el t¶ ermino de error que se distribuye como variable aleatoria nor-
mal estandarizada, generamos n series cada una de 10,000 n¶ umeros
aleatorios con distribuci¶ on uniforme; a partir de estos obtenemos los
n¶ umeros aleatorios con la distribuci¶ on normal deseada utilizando el
m¶ etodo Box-Muller:
pp
x = ¡ 2lnU cos(2¼U )y = ¡ 2l nU sen(2¼U ) 12 12
La simulaci¶ on Monte Carlo del modelo desarrollado permite es-
timar el valor (o la variaci¶ on) de los cr¶ editos o dep¶ ositos para un
periodo deseado. En el ejercicio que efectuamos, dada una variaci¶ on
inicial de los cr¶ editos de 28.870042%, el promedio de 100 trayecto-
rias simuladas para un periodo de 50 meses arroja como estimaci¶ on
una variaci¶ on de 29.285883%, y dada la variaci¶ on inicial de los de-
p¶ ositos de 30.169574%, se obtiene como estimaci¶ on una variaci¶ on de
29.043677%.
Estos resultados evidencian que el modelo desarrollado en las
secciones previas, para la evoluci¶ on de los cr¶ editos y dep¶ ositos de la
banca comercial, permite aproximaciones cercanas a los datos obser-
vados, aunque en t¶ erminos pr¶ acticos el ejercicio de simulaci¶ on podr¶ ³a
mejorarse si se dispusiera de observaciones diarias, ya que esto re-
ducir¶ ³a la varianza de cada serie. No obstante, la principal limitaci¶ on
del uso pr¶ actico del modelo se encuentra en los supuestos utilizados,
s et r a t ad eu ne s c e n a r i od o n d ee x i s t ei n f o r m a c i ¶ on imperfecta, los ban-
cos comerciales pueden determinar los precios ¶ optimos de los servicios
que ofrecen, pero, sobre todo, se supuso que los bancos existentes son
similares en sus decisiones, en su tama~ n oye nl ac o m p o s i c i ¶ on de su
balance general (una situaci¶ o nm u yd i s t i n t aal ad el ab a n c ac o m e r c i a l
con actividades en M¶ exico).
El modelo propuesto, tambi¶ en permite estimar las tasas activa
yp a s i v a¶ o p t i m a sp a r aa l g u n af e c h ae s p e c ¶ ³¯ca, resolviendo el sistema
de ecuaciones (25) y (28) en ausencia de riesgo de incumplimiento, o
bien, el sistema formado por las ecuaciones (26) y (28) si existe ese
riesgo. Si consideramos como base los datos observados de la banca
comercial en M¶ exico correspondientes a diciembre de 2007, tenemos
las siguientes cantidades en miles de pesos: D = 1,750,743,547.00, t
L = 1,806578570.00, CB = 509,412,994.00 y G = 453,577,971.00. tt t
Adem¶ as, en esa fecha, el rendimiento correspondiente a los Certi¯ca-
dos de la tesorer¶ ³a de la Federaci¶ on (CETES)au np l a z od e2 8d ¶ ³as
e r ad e7 . 4 4 %yl at a s ai n t e r b a n c a r i ad ee q u i l i b r i o( TI I E)au np l a z oDECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 169
de 28 d¶ ³as era de 7.9%, estas tasas corresponden a las variables rG
y r de nuestro modelo. Se consider¶ o oportuno suponer que no se B
obtienen rendimientos de las reservas bancarias, en consecuencia, se
o m i t ed ec a d ae c u a c i ¶ on el t¶ ermino rR =L . En el modelo se suponen tt
los par¶ ametros ½> 0y0<®<1, para el ejercicio emp¶ ³rico se us¶ o
½ =0 . 5y® =0.5. La informaci¶ on necesaria para calcular las tasas
9 activa y pasiva se complementa con los datos del cuadro 2.
Gr ¶ a¯ca 1
Si m ul aci ¶ on M onte Carl o de l as
variaciones de l os cr¶ editos bancarios
Fuente: E lab oraci¶ on propi a
Si se sustituye la ecuaci¶ on (28) en (25) y se resuelve para r , L
utilizando los valores correspondientes a cada variable se obtiene una
9 E s im p ortante se~ nalar que, en las series estad¶ ³sticas delbalance generaldel
si stem a bancari o que publ i ca elBanco de M ¶ exico,s¶ ol o se i ncl uyen l os pri nci pal es
pasivos y activos,eldato corresp ondiente a la tenencia de valores gub ernam entales
G , n o se p u b lica co m o ta l, sin em b a rg o , se d ed u jo d e la d iferen cia en tre lo s a ctiv o s t
totales y el cr¶ edito otorgado.¶ 170 ES TUDI OSECONOMI COS
tasa activa de 31.9210157%; si este resultado se sustituye en (28) se
obtiene la tasa pasiva de 26.8483594%. En el caso donde se incluye la
presencia de riesgo de incumplimiento se repite el procedimiento, pero
ahora utilizando las ecuaciones (26) y (28). Por construcci¶ on del mod-
elo, para determinar la probabilidad instant¶ anea de incumplimiento
se requiere conocer de tres probabilidades acumuladas de incumplim-
i e n t o( l a se x i s t e n t e se nl o sp e r i o d o sT ¡ t, ¿ ¡ t y T ¡ ¿ ), seg¶ un la 12
ecuaci¶ on (5); por simplicidad, suponemos que la probabilidad acumu-
lada de incumplimiento es de 0.5. En este escenario, como se esperaba,
las tasas activa y pasiva son mayores que en el caso donde no existe
riesgo, se encontr¶ oq u er = 59.0542059% y r = 38.1425231%. LD
Como se observa, el modelo permite estimar las tasas pasiva y
activa ¶ optimas de forma coherente, aunque no se dispone de series
estad¶ ³sticas para las tasas que efectivamente se han observado en la
actividad de la banca comercial, con las cuales comparar los resulta-
dos obtenidos. Si acaso, las ¶ unicas posibilidades de comparaci¶ on son
las tasas de referencia de CETESy TI I E,p e r oe n t r e¶ estas y las tasas ac-
tiva y pasiva existe considerable disparidad tanto en las observaciones
registradas como en los resultados generados con el modelo.
Finalmente, puede extenderse la aplicaci¶ on emp¶ ³rica del mod-
elo calculando, a partir de los resultados anteriores, el margen ¯-
nanciero y el margen por riesgo de¯nidos en la secci¶ on seis. Los
resultados de este ejercicio son los siguientes: 1) Margen ¯nanciero
en ausencia de riesgo de incumplimiento, seg¶ un la ecuaci¶ on (30) M a
= $100,134,884.00, 2) Margen ¯nanciero en presencia de riesgo de
incumplimiento, seg¶ un la ecuaci¶ on (31) M = $590,317,284.00, 3) b
Margen ¯nanciero ajustado por riesgo crediticio, seg¶ un la ecuaci¶ on
(32) M = $1,003,424,169.00 y 4) Margen por riesgo, de acuerdo con c
la ecuaci¶ on (33) M = 27.13319%. d
8 .Co nc l us i o ne s
En este trabajo se ha desarrollado un modelo de optimizaci¶ on de
ganancias para un banco comercial representativo. En la mayor parte
de las propuestas al respecto, la elecci¶ on de este agente se concentra
en las cantidades ¶ optimas de activos y pasivos tomando los precios
como dados. En cambio, en nuestra propuesta, se determinan las
tasas ¶ optimas de dep¶ ositos y pr¶ estamos (tasas pasivas y activas) en
donde la incertidumbre est¶ ap r e s e n teta n toe nd e p ¶ ositos como en pr¶ es-
tamos. Adem¶ as, se incluye en el an¶ alisis la probabilidad de que los
prestatarios (clientes del banco) incumplan con sus compromisos de
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Entre los resultados principales de esta investigaci¶ on se encuen-
t r aq u e ,l at a s ad ec r ¶ edito depende negativamente de las magnitudes
que constituyen los activos del banco, as¶ ³ como de la volatilidad de
los cr¶ editos, pero esta tasa se incrementa con la probabilidad de in-
cumplimiento instant¶ anea asociada al pr¶ estamo. Por otro lado, el
rendimiento que el banco ofrece a los dep¶ ositos es una funci¶ on decre-
ciente de los dep¶ ositos bancarios, y creciente del capital bancario y de
la volatilidad de los dep¶ ositos. Los resultados son importantes porque
se obtienen como soluciones anal¶ ³ticas cerradas, no como soluciones
num¶ ericas particulares. Adem¶ as, a partir de los resultados anal¶ ³ticos
se obtiene el margen ¯nanciero, el margen por riesgo y se extiende el
supuesto de que la probabilidad de incumplimiento sigue un proceso
Poisson.
Por ¶ ultimo, como un ejercicio de aplicaci¶ on del modelo prop-
uesto, se estimaron las variaciones posibles de los cr¶ editos y dep¶ ositos
bancarios mediante simulaci¶ on Monte Carlo para el caso mexicano.
En este ejercicio se mostr¶ oc i e r t ac o n s i s t e n c i ae n t r el o sd a t o ss i m -
ulados y los observados; no obstante, en la pr¶ actica los resultados
de la simulaci¶ on podr¶ ³an mejorarse si se dispusiera de series diarias
de los componentes del balance bancario. Asimismo, es importante
destacar que en la aplicaci¶ on num¶ erica del modelo se hizo evidente la
posibilidad de determinar las tasas activa y pasiva ¶ optimas.
Por supuesto, resta como extensi¶ on de la investigaci¶ on, profun-
dizar en las aplicaciones emp¶ ³ricas del modelo desarrollado, especial-
mente ser¶ ³a ¶ util considerar rasgos espec¶ ³¯cos de la actividad bancaria
en M¶ exico.
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An e x oA
En este anexo establecemos el lema de It^ o para dos variables conduci-
das por ecuaciones diferenciales estoc¶ asticas. Dadas las ecuaciones
diferenciales estoc¶ a s t i c a sc o nl o sf a c t o r e sd er i e s g o ,d W yd Z : tt
dS = ¹ (S; t )dt + ¾ (S; t )dW; 1t 11 t 11 tt
dS = ¹ (S; t )dt + ¾ (S; t )dZ; 2t 22 t 22 tt
Cov(dW; dZ )=½dt tt
yd a d al af u n c i ¶ on y = f (t;S ;S ,s ue x p a n s i ¶ on en serie de Taylor 1t 2t
hasta los t¶ erminos de segundo orden est¶ ad a d ap o r :
h
22 2 @f @f @f @ f @ f @ f 222 1 d y=d t+d S +d S +( d t)+ ( d S )+ ( d S ) 1t 2t 1t 2t 22 2 @t @S @S 2 @t @S @S 1t 2t 1t 2t
³´ i
22 2 @f @f @f +2 ( d S )(dt)+ (dS )(dt)+ (dS )(dS ) 1t 2t 1t 2t @S @t @S @t @S @S 1t 2t 1t 2t
Si se sustituyen en la expresi¶ on anterior las ecuaciones diferen-
2 ciales dSt yd St , y se usan las reglas (dt)= 0 , ( d W )(dt)=0 , 12 t
(dZ )(dt)=0y( d W )(dZ )= dt,s et i e n eq u e : tt t
h
22 @f @f @f @ f @ f 22 11 d y=+ ¹ (S; t )+ (¹; S )+ ¾ (S; t )+ ¾ (S; t ) 11 t 22 t 1t 2t 12 22 @t @S @S 22 @S @S 1t 2t 1t 2t
i
2 @ f @f @f ½¾ (S; t )¾ (S; t )d t+ ¾ (S; t )dW + ¾ (S; t )dZ 11 t 22 t 11 tt 22 tt @S @S @S @S 1t 2t 1t 2t
An e x oB
A partir de la ecuaci¶ on:
½¾ hi G ln (Q (¿ )¡ º (t;¿ )¡ v(¿; T )) rR t t 12 (1¡ ® )¾½ ¾r+ ¹ ++ LD D LLL L tt t r = L 22 (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt LL¶ 174 ES TUDI OSECONOMI COS
2 Si L=(L ¡ G (1 ¡ ® )¾ ) < 0, entonces, se obtiene: L
@r @r @r @r LL L L < 0 < 0 < 0 > 0
@R @¾ @Q (t) @P(t) tt
Ahora, suponiendo x = Q (¿) ¡ v(t;¿ ) ¡ v(¿; T), resolvemos: 12
no h i
@r (1¡ ® )¾½ ¾r ¹ rR G ln (x ) L @ LL D D L t t t =+ + + 22 2 2 2 @L @L tt (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt t t LL L L L
no h i
(1¡ ® )¾½ ¾r ¹ rR G ln (x ) L @ LD D L t t t ++ + + 22 2 2 2 @L (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾t L ¡ G (1¡ ® )¾ tt t t LL L L L
Por lo tanto,
no h i
@r rR G ln (x ) L Lt = ¡¡ 22 22 2 @Lt L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt LL L
no h i
2 ¡ G (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾½ ¾r ¹ t rR G ln (x ) LD D L t t L ++ + + 22 2 2 2 2 (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾ (L ¡ G (1¡ ® )¾ ) tt t t LL L L L
2 Si como antes, L= (L ¡ G (1 ¡ ® )¾ ) < 0, el signo del primer tt t L
miembro de la ecuaci¶ on anterior es positivo y el signo del segundo
t¶ ermino es negativo, entonces @r =@L < 0s i : Lt
no h i
rR G ln (x ) L tt t ¡¡ < 22 22 2 L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt tt LL L
no h i 2 G (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾½ ¾r ¹ t rR G ln (x ) LD D L t t L ++ + 22 2 2 2 2 (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾ (L ¡ G (1¡ ® )¾ ) tt t t LL L L L
Por ¶ ultimo, resolvemos:
no h i
@r (1¡ ® )¾½ ¾r ¹ rR G ln (x ) L @ LL D D L t t t =+ + + 22 2 2 2 @G @G tt (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt t t L LLL L
no h i
(1¡ ® )¾½ ¾r ¹ rR G ln (x ) L @ LD D L t t t ++ + + 22 2 2 2 @G (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾t L ¡ G (1¡ ® )¾ tt t t LL L L LDECI S I ONESDE LOSBANCOSCOMERCI ALES 175
En consecuencia,
no h i
@r L ln (x ) @ Lt = 22 @G @G tt L (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt t LL
no h i
2 L (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾½ ¾r ¹ t rR G ln (x ) LD D L t t L ++ + + 22 2 2 2 2 (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾ (L ¡ G (1¡ ® )¾ ) tt t t LL L L L
El primer t¶ ermino es negativo y el segundo positivo, por tanto,
@r =@G < 0, siempre y cuando se cumpla que: Lt
no h i
L ln (x ) @ t > 22 @G tL (1¡ ® )¾L ¡ G (1¡ ® )¾ tt t LL
no h i
2 L (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾½ ¾r ¹ t rR G ln (x ) LD D L t t L ++ + : 22 2 2 2 2 (1¡ ® )¾ (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾L (1¡ ® )¾ (L ¡ G (1¡ ® )¾ ) tt t t LL L L L